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几类图变换及其特征值
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摘要:图的特征值是指其对应的邻接矩阵的特征值,本文主要研究把一个图作适当变换后, 它的特征

值的变化情况,这里主要从图的特征多项式出发并运用图角来研究特征值.
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引  言

在文献[ 1]中,作者构造了一些图变换及其相应的特征值的变化情况, Peter Rowlinson在文

献[ 2]中又引入图角的概念,对图的特征值给出了一种新形式的刻画, 在此基础上, 本文新构造

了几类图变换, 并得到了相应的特征值的变化规律.

对于任意的有限无向图 G,设其点集为{ 1, 2, ,, n} ,其邻接矩阵为 A= ( aij ) ,其中

aij =
1  如果点 i 与点j 相邻,

0  如果点 i 与点j 不相邻.

图 G 的特征多项式PG ( x )是指图 G 的邻接矩阵A= ( aij )的特征多项式,即 PG ( x ) = det ( xI-

A ) , 则图 G 的特征值和谱即为其邻接矩阵A= ( a ij )的特征值和谱.显然图 G 的特征值与其顶

点的标号无关, 因对图 G 的顶点重新标号就会得到一个与原邻接矩阵相似的邻接矩阵, 它们有

相同的特征值. 显然两个同构的图也有相同的特征值. n 阶图的特征值我们用 K1 , K2 , ,, Kn 表

示,则它们都是实数,因为无向图的邻接矩阵是对称的.

设 K为矩阵A的特征值,则存在向量 x I R
n
, 使得 Ax= Kx ,则集合{ x I R

nBAx= Kx}就构

成 R
n
的一个子空间,称为特征值 K的特征空间,用符号 E( K)表示,所有这些特征值的特征空间

也称为图 G 的特征空间.由于邻接矩阵 A= ( aij )是对称的,所以存在正交矩阵 U, 使得 U
T
AU

= D,这里 D= diag( K1 , K2 , ,Kn )是一个对角矩阵, 并且矩阵 U的列向量即为对应特征值的特

征向量,它们构成空间 R
n
的一组标准正交基. 如果我们令每个特征值对应的特征向量相邻排

列,则我们得到 D= L1 E1+ L2 E2 + ,+ LmEm , 这里 L1 , ,, Lm 表示矩阵A 的互不相同的特征

值,并且每个 Ei 是一个块对角矩阵 diag( O, ,O , I , O , ,, O) ( i= 1, 2, ,, m) .则我们就可得到

矩阵 A的一个谱分解形式

A= L1 P1+ L2 P2+ ,+ LmPm ,

其中 P i= UEi U
T  ( i= 1, 2, ,, m ) .

下面我们引入图角的概念.设图 G 的点集为{ 1, 2, ,, n} , 邻接矩阵为 A= ( aij ) , 谱分解为
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A= L1 P1+ L2 P2+ ,+ LmPm, 其中 L1> L2> ,> Lm .设{ e1 , e2 , ,, en }是空间 R
n
的一组标准

正交基,向量 ej 与特征空间E( Li )所形成的角为 Bij , Aij = cosBij ( i= 1, 2, ,, m ; j= 1, 2, ,, n) .一

般地,向量 ej 与特征空间E( Li )所形成的角,我们都是指这个角的余弦 Aij .由于 P i 可以表示R
n

在E( Li )上的投影,则我们有 Aij = +P iej + . 由此我们可以得到一个矩阵( Aij ) m@ n , 称为图 G 的

角矩阵.这个角矩阵的第 i 行称为特征值 Li 的角序列.图 G 的主角是指图G 的特征空间与全 1

向量 j = ( 1, 1, ,, 1)所形成的角的余弦.

图的角可由以下方法来计算,设特征空间 E( Li )的一组标准正交基为{ x 1 , x 2 , ,, xn } ,如果

xk = ( xk1 , x k2 , ,, xkn ) ,则有

cosBij = ( E
h

k= 1
x

2
kj )

1/ 2
.

1  相关引理

在文献[ 2]中,关于图的特征值, 已得到一些初步结论,这里首先给出几个引理.

引理1
[ 2]  设图 G- j 表示从图G 中去掉点j 所得到的图,图 G j 表示在图G 中的点j 加一条

悬挂边所得到的图, 那么有

PG- j ( x ) = PG ( x ) E
m

i = 1

A
2
ij

x- Li
,

PG
j
( x ) = xPG ( x ) - PG- j ( x ) = PG ( x ) ( x- E

m

i= 1

A
2
ij

x- Li
) .

引理 2
[ 2]  设 Gj 表示在图G 的点j 加一个环所得到的图,则有

PG
j
( x ) = PG ( x ) - PG- j ( x ) = PG ( x ) ( 1- E

m

i= 1

A
2
ij

x- Li
) .

引理 3
[ 2]  设图 G 与H 是两个不相交的图, F 表示在图G 的点j 和图H 的点 k 间连一条边

所得到的图,则有

PF ( x ) = PG ( x ) PH ( x ) - PG- j ( x ) PH - k ( x ) .

引理 4
[ 2]  设 F 表示把图G 的点 j 和图H 的点 k 粘在一起(即让这两个点重合)所得到的

图,则有

PF ( x ) = PG ( x ) PH - k ( x ) + PG- j ( x ) PH ( x ) - xPG- j ( x ) PH - k ( x ) .

引理 5
[ 2]  令 N k 表示图G 中长 k 为的路的数目,H G ( t )表示生成函数 E

]

k= 0

N kt
k
.

那么有

H G ( t ) = E
]

k= 0
N kt

k
= n E

]

k= 0
B

2
i / ( 1- tLi ) .

2  主要结果

定理 1  若 G 是一个n 阶简单图,特征值为 Li ( i = 1, 2, ,, n) , G
s
为在图G 的每个顶点上

加一个环所得到的图,则图 G
s
的特征值为 Li + 1( i= 1, 2, ,, n ) .

证明  设图 G 的邻接矩阵为A ,则其特征多项式为 PG ( x ) = det ( xI- A) .显然 G
s
邻接矩阵
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为 A+ I ,且其特征多项式 PG
s ( x ) = det( ( x- 1) I- A ) , 因此结论成立.

推论 1  令 �G s
表示在图G 的补图�G 的每个顶点加一个环所得到的图,则

P�Gs ( x ) = ( - 1)
n
PG ( - x ) ( 1- n E

m

i = 1

B
2
i

x + Li
) .

证明  我们用符号 sumX 表示矩阵X 中所有元素的和, Nk表示图 G中长 k 为的路的数目,

那么有

N k= sumA
k
.

根据引理 5,我们有

HG ( t ) = sum E
]

k= 0
A

k
t
k
= sum( I- tA)

- 1
= sum ( I- tA)

* Pdet ( I- tA) ,

其中( I- tA)
*
表示矩阵( I- tA)的伴随矩阵, det ( I- tA)表示矩阵( I- tA)的行列式.

在接下来的证明之前,我们要用到下面的结论:对任意的方阵 X 和同阶全 1矩阵 J, 有

det ( X+ tJ) = detX+ tsumX
*

.

若图 G 的邻接矩阵为A ,显然 �G
s
的邻接矩阵 B为B= J- A ,则

P�Gs ( x ) = det( xI - B ) = det( xI+ A- J ) = det( xI+ A ) - sum( xI+ A )
*

,

其中

sum( xI+ A )
*

= sum( x ( I+
1
x
A ) )

*
= x

n- 1
sum( I+

1
x
A )

*
=

x
n - 1

HG ( -
1
x

) det( I+
1
x
A ) = x

- 1
HG ( -

1
x

) det( xI+ A ) =

x
- 1
HG ( -

1
x

) ( - 1)
n
PG ( - x ) =

n E
m

i= 1
B

2
iP( x + Li ) ( - 1)

n

PG ( - x ) ,

因此我们有

P�Gs ( x ) = ( - 1)
n
PG ( - x ) - ( - 1)

n
PG ( - x ) n E

m

i= 1
B

2
iP( x+ Li ) =

( - 1)
n
PG ( - x ) ( 1- n E

m

i= 1

B
2
i

x+ Li
) .

定理 2  若 G ( k)表示在图 G 的任意 k ( 1 [ k [ n )个顶点上,每个顶点加 1个环所得到的图,

那么有

PG
( k )

( x ) = PG ( x ) ( 1- E
k

j= 1
E
m

i= 1

Aij
x- Li

) .

证明  我们用数学归纳法,如果 k= 1, 设这个环在顶点 j 上,则根据引理 2我们有

PG
( 1)

( x ) = PG ( x ) ( 1- E
m

i= 1

A
2
ij

x- Li
) . ( 1)

设对 k- 1个环结论仍然成立,则对 G ( k ) (设这 k 个有环的顶点标号为 1, 2, ,, k , ) , 根据引

理2

PG
( k )

( x ) = PG
( k- 1)

( x ) - PG- k ( x ) , ( 2)
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因为 PG
( k- 1)

( x ) = PG ( x ) ( 1- E
k- 1

j = 1
E
m

i = 1

Aij
x- Li

) , PG- k ( x ) = P ( x ) E
m

i= 1

Aik
x- Li

, 把以上两式代入式

( 2) ,即得到我们的结论.

推论 2  若 G 为n 阶简单图, j I V( G ) , Fk 为把 k 个图G 在点j 粘合所得到的图, 则有

PF
k
( x ) = kPG ( x ) P

k- 1
G- j ( x ) - ( k- 1) xP

k
G- j ( x ) .

证明  首先根据引理 4, 令 G= H ,然后再用归纳法即可得到结论.

对任意的图 G 和H ,设 u I V( G ) , v I V ( H ) ,图 F 是由G G rH (其中 rH 表示r 个图H 的并

集且 r \2)且在图 G 的点u 和r 个图H 的点v 之间连 r 条边所得到的图(图 1) ,则我们有以下结

论:

图 1 图 G 与 r 个图H 的合成图F

定理 3  若| H | = n, Ki ( i= 1, 2, ,, n)为图 H 的特征值, 那么 Ki ( i = 1, 2, ,, n)为图 F 的 r

- 1重特征值.

证明  令Hc表示在孤立点u 和 r 个图H 的点 v 之间连r 条边所得到的图(图 1) ,那么根据

引理 4,我们有

PF ( x ) = PG ( x ) PHc- u ( x ) + PG- u ( x ) PHc( x ) - xPG- u ( x ) PHc- u ( x ) =

PG ( x ) P
r

H ( x ) + PG- u ( x ) PHc ( x ) - xPG- u ( x ) P
r

H ( x ) ,

令H v 表示在图H 的顶点 v 加一条悬挂边所得到的图,根据推论 2,我们有

PHc( x ) = rPH
v
( x ) P

r - 1
H ( x ) - ( r- 1) xP

r

H ( x ) ,

因此有

PF ( x ) = PG ( x ) P
r
H ( x ) + PG- u ( x ) { rPH

v
( x ) P

r - 1
H ( x ) - ( r- 1) xP

r
H ( x ) } - xPG- u ( x ) P

r
H ( x ) =

P
r- 1
H ( x ) { PG ( x ) PH ( x ) + PG- u ( x ) [ rPH

v
( x ) - ( r- 1) xPH ( x ) ] - xPG- u ( x ) PH ( x ) } ,

根据上式即得到我们所要的结论.

例:对于星图 k1, n , 我们可以把它的中心点看作图 1中的图 G ,其他点看作图H , 则根据定

理3,图H 的特征值(即每一个孤立点相当于一个图 H , 它的特征值为 0)应为 k 1, n的n - 1的重

特征值.实际上星图 k1, n的特征多项式为Pk
1, n

( x ) = x
n - 1

( x
2
- n) ,显然 0为 n- 1重特征值.

定理 3的结果刻画了一个图的特征值产生重根的规律,这为我们认识一个图或者一个矩阵

在什么情况下产生重根提供了新的思路.
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A Survey on Manufacturing Integrated Supply Chain Modeling

YIN Gang

( College of Automation Science & Engineering, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract: In this paper, a three-dimensional frame model is proposed of decision-making level, function and

technique. By the three dimensions, the literature on supply chain management is reviewed, integrated mod-

els being placed part icular emphasis on. Finally, according to the features of manufacturing, directions are

suggested for future research.
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